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Zadanie 1
1)
Zasada zachowania energii mechanicznej:
E GM; vi+v;
e=—=——"24 21 ? = const, (D
m T 2

gdzie na poczatku ruchu mamy:

B GMZ+1< +27IRZ>2 ,
¢e="%, Tz\wt=o-). @

Dla orbity zamknigtej zachodzi e < 0 (lub réwnowaznie: v, + ZZRZ < / Zc;ﬂ).
Z Z

Zasada zachowania momentu pedu:

] _
j== V,T = const, 3)

gdzie na poczatku ruchu mamy:

27TRZ

Z

j=(v+ 2R @
W skrajnych odleglosciach mamy v, = 0, natomiast z réwnania (3) mamy v, = j/7, co
sprowadza réwnanie (1) do postaci:

2

er? + GMyr —% =0. (5

Ma ono rozwigzania:

—GMy — \/(GM;)? + 2ej? —GMz + \/(GM;)? + 2ej?
Tl = ) TZ = .
2e 2e

(6)

Dla e < 0 mamy r, < ry, gdzie r, = Ry jest odleglo$cig minimalng od $rodka Ziemi,
natomiast r; = Ty, jest odleglo$cia maksymalng.

Szukana maksymalna wysoko$¢ kapsuly nad powierzchnia Ziemi (ponizsze zapisy
kofcowego wyniku sg rownowazne):

V(GMZ)? + 2ej2  —GM;

hmax = Tmax — Rz = 2R7. (7)
— —— e e ——
71 T 21y

T1—T2 r1+12



2)

3)

Polos wielka orbity eliptycznej:

_7‘1+T2_—GMZ
T T e

(8)
Zgodnie z III prawem Keplera:

T2 (T")?
RN CO

gdzie T' i a' to okres i potos wielka dla dowolnej innej orbity. Rozwazmy najprostszy
ruch — po okrggu o statym promieniu r = Ry:

27'[RZ R%
= — = 4ATT .
\/GMz/RZ GMZ

Szukany okres wynikajacy z rownan (9) i (10):

T=T /(ai)3 =27T\/GT;IZ' 11)

Powierzchnia orbity moze zosta¢ obliczona na podstawie Il prawa Keplera:

a = Rz, T' (10)

1 1 2nR,
S:E@ TZE(UO'FT—Z)RZT (12)
j=const



Zadanie 2

a)
Rozwazmy jednakowe wychylenia atomow o lo * 2xsin 30
odlegtos¢ x zgodnie z kierunkami wektorow .
;e . . Iy + 2x sin 30°, X lp + 2x sin 30°
predkosci poczatkowych. Z uwagi na symetrie, ;
katy nachylenia spr¢zyn nie ulegajg zmianie X
(warunkiem wystarczajacym bylby tez fakt
matych wychylen atoméow).
l + 2x 5in 30° 0o
Kazda sprezyna wydtuza si¢ o: o 3 lo * 2x5in 30
Ax = 2-x-sin30° = x. Io + 2x sin 30°
Kazda sprezyna dziata na masy uczepione na swoich koncach sitami o warto$ciach:
F=k-Ax=k-x,
Na kazda mase dziata sita wypadkowa (przeciwnie do wychylenia masy): F ,};‘
""" %, WYP

Eyyp = 2-F - cos60° =k - x.

Przyspieszenie kazdej masy jest skierowane przeciwnie do przemieszczenia i ma wartosc:

k
a=—x.
m

Zatem kazdy atom bedzie poruszal si¢ jak oscylator harmoniczny o czestosci kotowej
wq = \/% oraz okresie T; = 2m \/%, réwnolegle do poczatkowego wychylenia (od i1 do
srodka sze$ciokata), zgodnie w fazie. Amplituda drgan kazdego atomu, na podstawie
efektywnej zasady zachowania energii, wynosi 4; = \/% Vg.

b)
Rozwazmy jednakowe wychylenia atomow o odlegtos¢ x lo-Ax
zgodnie z kierunkami wektoréow predkosci poczatkowych. 4 )
Z uwagi na symetri¢, katy nachylenia sprezyn nie ulegaja [ ,+Ax lo+Ax
zmianie (wystarcza tez fakt matych wychylen atomow). S

Potowa sprezyn wydtuza sie o dlugosé:
Ax =2-x-cos30° = xv/3, lo—Ax lo—-Ax

natomiast druga potowa spr¢zyn skraca si¢ o t¢ dlugosc

lo+Ax
(zmiany sg naprzemienne w kolejnych bokach szesciokata). ’

Ax = 2x cos 30°
Kazda sprezyna dziata na masy uczepione na swoich koncach sitami o wartos$ciach:

F =k Ax = kxV3, E

gdzie sity sa skierowane naprzemiennie od i do srodkow sprezyn.

F -
Na kazda mase dziata sita wypadkowa (przeciwnie do przemieszczenia): ~ "W7/P

3



V3
Fuyp = 2" F - c0s30° = 2 kxV3 - —- = 3kx.

Przyspieszenie kazdej masy jest skierowane przeciwnie do przemieszczenia i ma wartosc:
3k

a=—X.
m

Zatem kazdy atom bedzie poruszal si¢ jak oscylator harmoniczny o czestosci kotowej
Wy = \/% oraz okresie T, =2m \/g, rownolegle do poczatkowego wychylenia,
zaczynajac od zwrotu zgodnego z predkoscia poczatkowa. Amplituda drgan kazdego

atomu, na podstawie efektywnej zasady zachowania energii, wynosi 4, = /ﬁ Vo-

Zauwazmy, ze przedstawione predkosci poczatkowe
kazdej masy sa superpozycja (ztozeniem) predkosci
poczatkowych rozwazonych w scenariuszach a) i b), o
ile w tych dwdch scenariuszach rozwazymy predkosci

poczatkowe o wartoéciach v,/v2 zamiast v,. To

wskazuje, ze poprawnym rozwigzaniem rdéwnan
dynamiki z takimi warunkami poczatkowymi mogtaby
by¢ superpozycja drgan rozwazonych w scenariuszach

450

a) i b), ale z V2 razy mniejszymi amplitudami. 450"":'15

Jest to rzeczywiscie prawda, poniewaz sity sprezystosci sg liniowo zalezne od wydtuzen
sprezyn, a katy nachylenia sprezyn nie zmieniajg si¢ (z uwagi na mate wychylenia). Zatem
gdy pojedyncza masa wykonuje ruch bedacy suma dwoch prostopadtych drgan a) i b), to
sita dziatajagca na t¢ mase¢ jest sumg prostopadtych sit odpowiadajacych tym drganiom —
prostopadie drgania ,,nie przeszkadzaja” sobie.

Zatem obserwowany ruch bedzie zlozeniem drgah opisanych w scenariuszach a) i b), z ta

samga faza obu drgan w chwili poczatkowej, jednak z amplitudami mniejszymi o V2 razy.



Zadanie 3

1)
Dla obwodu a) nat¢zenie pradu przeplywajacego przez punkty A i B wynosi:

(a)
1@ =] - —UgB, (D

gdzie U fg jest napigciem migdzy punktami A i B, natomiast Ufé) /R jest natezeniem pradu
przeplywajacego przez rezystor R. Wyznaczajac napigcie Ul(jg) z rownania (1):
UX =R/ —R-1®, (2)
2)
Dla ukladu b) mozemy zapisaé zaleznos¢:
UD =E—r-1®, (3)

Uklady a) i b) sg ré6wnowazne, jezeli zachodzi nastepujaca rownos$¢ wspotczynnikow
funkcji liniowych (2) 1 (3):

E=RJ], r=R (4
3)
Sposoéb 1

Na podstawie praw Kirchhoffa oraz twierdzenia udowodnionego w podpunkcie 2)
zadania, nastgpujace obwody sa sobie rownowazne:

R2 BI‘Z E4 R4 A
1 1 1
[ e L _'I_,__:l_ -
R
ST J3 Rs
- El
T .
B
E, R
| |:|4 A
Ry =R{+R
. 12 =gt 2]3 R4
_ Ep = Ei-E,
T .
B
Es R,

J12 =§f(f) Riz I3 R3




T —

¢J123 =J12%)3 Ri53 = R}?:f;g
—l
B

>

R123
+ = Rypa)
- T 123/123

Eiz3 =
—o
B
A
—e
$R1234 =Rqp3t+R,
Ei334 = Eqp3+E,
T +

Na podstawie ostatniego (najprostszego) uktadu napigcie migdzy punktami A i B wynosi:
Uap = E1234 — Ryz34]
= E123 + E4 — (Ri23 + RyI

= Ryz3/123 + E4 — (R123 + R4)I

Ri3R3 <E12 ) (R12R3 >
=23 (L2 )4 B — (22 4R, )1
Rz + R3 \Ry; J2 * \Ry; +R; *
R, +R,)R - E, R, +R,)R
(1 2)3(1 +]3)+E4 ((1 2)R3 >I
R1+R2+R3 R, + R, Ry + R, + R;

Sposoéb 2

Prawa Kirchhoffa dla oznaczen jak na rysunku (niewiadome sg Upg, Us, I3, 115):
Us + E4 — Ryl = Upg, R, Ez Es R,

A
| - T T :|—| |— —e
El + (Rl + R2)112 - EZ = U3’ Q +| - -1+ I

Ry
R;15 = U3, +T E, ]3<P I:FR3 Us

—
]3=112+13+1. B

Rozwigzanie powyzszego uktadu réwnan daje szukane napigcie:

R, +R,)R —-E, R, + R,)R
= (R, 2)3(1 +]3)+E4 (Ry 2)3+R4 I
Ry +R,+R;\R, +R, Ry + R, +R;




Zadanie 4

Koncepcja jakoSciowa:

Zauwazmy ze pojedynczy walec moze zachowywac si¢ jak gruba soczewka skupiajaca
w jednym wymiarze (tak jakby z soczewki okraglej ,,wyciac¢” cienki pasek przechodzacy
przez o$ optyczng soczewki). Taki walec bedzie skupial $wiatlo do ,,ogniska” w formie
odcinka. Spodziewamy si¢ (np. w mysl z analizy wymiarowej) ze ogniskowa takiej
walcowej soczewki bedzie wprost proporcjonalna do promienia walca. Dysponujac
dwoma walcami o ré6znych promieniach i umieszczajac je prostopadle do siebie, jeden za
drugim, mozliwe jest jednoczesne skupienie $wiatta w dwoch wymiarach — pod
warunkiem ze ,ogniska” obu walcow (w formie odcinkow) znajdg si¢ w jednej
plaszczyznie.

Koncepcja iloSciowa:

Zgodnie ze wskazéwka w tresci zadania, walec o promieniu R i wspotczynniku zatamania
n skupia $wiatlo w ,,ognisko” (w ksztalcie odcinka), doktadnie tak samo jak cienka
soczewka skupiajaca umieszczona w $rodku walca. Zdolno$¢ skupiajaca tej efektywne;j
soczewki wynosi:

Z =27 (1 - EZl),
n
gdzie Z; to zdolno$¢ skupiajaca pojedynczej cienkiej soczewki wypukto-plaskiej, rowna:
7, = n—1
R

Na tej podstawie zdolno$¢ skupiajaca efektywnej soczewki wynosi:

Z=2

n—l( Rn—l)_ n—1

1——- _
R n R nR

codlan = % daje ogniskowg tej efektywnej soczewki (mierzong od srodka walca):

1 n

—=——_R=2R
Z 2(n-1)

f=

Zatem ognisko dla walca wypelnionego osrodkiem o wspdtczynniku zatamania n =§

znajduje si¢ w odlegtosci R od tej strony walca po ktorej §wiatlo go opuszcza.
Prawidlowe ustawienie ukladu:

Wiekszy walec (o promieniu R;) nalezy ustawi¢ blizej Stonca, co wytworzy ,,0gnisko”
w formie odcinka w odlegtosci R, od tylnego brzegu walca. Mniejszy walec (o promieniu
R,) nalezy ustawi¢ miedzy wigkszym walcem 1 jego ogniskiem, obracajac go o kat 90°
wzgledem osi optycznej (taczacej Stonce i docelowe ognisko), tak aby tylny brzeg tego
walca byt w odleglosci R, od Zadanego ogniska (patrz rysunek).
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Jest to jednak mozliwe wylacznie wtedy, gdy mniejszy promien (tj. R,) jest na tyle maty,
zeby na dlugo$ci R, zmies$ci¢ catg §rednice 2R, oraz dodatkowo odleglos¢ R,, czyli gdy
zachodzi nier6wnos¢:

R, > 3R,.



